VIII класс: Тема I. Повторение курса геометрии за 7 класс.

1. Вертикальные и смежные углы. Угол между прямыми.
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При пересечении двух прямых образуется две пары вертикальных углов ((1 и (3, (2 и (4 на рисунке 1).

Теорема о вертикальных углах: Вертикальные углы равны (
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 на рисунке 1).

Углом между пересекающимися прямыми называется наименьший из углов, образованных при их пересечении (на рисунке 1 
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). Угол между параллельными прямыми считается равным нулю. Таким образом, угол между прямыми меняется в пределах [0(; 90(].
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Если из вершины развернутого угла провести луч, образуется два смежных угла ((XOZ и (ZOY на рисунке 2).

Теорема о смежных углах: Сумма смежных углов равна 180( (на рисунке 2 
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Если провести биссектрисы двух смежных углов (рисунок 3), то по теореме о смежных углах получаем: 
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, то есть биссектрисы смежных углов взаимно перпендикулярны.

Свойство биссектрис смежных углов: Биссектрисы смежных углов взаимно перпендикулярны.

2. Углы, образованные при пересечении двух прямых секущей. Признаки и свойства параллельных прямых.
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При пересечении двух прямых a и b секущей c (рисунок 4) образуется 8 углов. Среди них различают:

· внутренние односторонние углы ((3 и (5, (4 и (6 на рисунке 4);

· внутренние накрест лежащие углы ((3 и (6, (4 и (5 на рисунке 4);

· соответственные углы ((1 и (5, (3 и (7, (2 и (6, (4 и (8 на рисунке 4);

· внешние односторонние углы ((1 и (7, (2 и (8 на рисунке 4);

· внешние накрест лежащие углы ((1 и (8, (2 и (7 на рисунке 4).

Признаки параллельности прямых позволяют судить о параллельности двух прямых по соотношению между углами, образованными этими прямыми и секущей:

· Если накрест лежащие углы, образованные при пересечении двух прямых секущей, равны, то прямые параллельны (к примеру, если на рисунке 4 
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· Если соответственные углы, образованные при пересечении двух прямых секущей, равны, то прямые параллельны (к примеру, если на рисунке 4 
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· Если односторонние углы, образованные при пересечении двух прямых секущей, в сумме дают 180(, то прямые параллельны (к примеру, если на рисунке 4 
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Из сформулированных признаков параллельности прямых вытекает важное следствие: Две прямые, перпендикулярные третьей прямой, параллельны друг другу.
Если известно, что прямые параллельны (на рисунке 5 a((b), то углы, образованные при пересечении этих прямых секущей, обладают следующими свойствами:
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Свойства углов, образованных при пересечении параллельных прямых секущей:

· Если прямые параллельны, то накрест лежащие углы, образованные при пересечении их секущей, равны (на рисунке 5 
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· Если прямые параллельны, то соответственные углы, образованные при пересечении их секущей, равны (на рисунке 5 
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· Если прямые параллельны, то односторонние углы, образованные при пересечении их секущей, в сумме составляют 180( (на рисунке 5 
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Следует различать признаки и свойства углов при параллельных прямых и секущей: если свойства справедливы в случае, когда прямые параллельны (углы при параллельных прямых обладают указанными выше свойствами), то признаки позволяют выяснить, являются ли прямые параллельными. Свойства и признаки называются взаимно обратными теоремами (то, что является причиной в свойстве, в признаке оказывается следствием, и наоборот).

На рисунке 6 изображены биссектрисы углов, образованных при пересечении параллельных прямых AB и CD секущей XY. Пользуясь рисунком, докажем следующее свойство биссектрис углов, образованных при пересечении параллельных прямых секущей: Биссектрисы накрест лежащих или соответственных углов, образованных при пересечении двух параллельных прямых секущей, тоже параллельны. Биссектрисы односторонних углов, образованных при пересечении параллельных прямых секущей, взаимно перпендикулярны.
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На рисунке 6 AB((CD. Требуется доказать, во-первых, что PQ((RT (эти прямые содержат биссектрисы накрест лежащих и соответственных углов), а во-вторых – что VT(RT (эти прямые содержат биссектрисы односторонних углов).

1. (XND и (NMB – соответственные при параллельных прямых AB и CD и секущей XY, следовательно, по свойству углов, образованных при пересечении параллельных прямых секущей, (XND = (NMB. Но тогда 
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. Поскольку углы XNQ и NMT – соответственные при прямых PQ и RT и секущей XY, то из их равенства следует параллельность прямых PQ и RT по признаку параллельности прямых.

2. (MND и (NMB – внутренние односторонние при параллельных прямых AB и CD и секущей XY, следовательно, по свойству углов, образованных при пересечении параллельных прямых секущей, 
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, и по теореме о сумме углов треугольника для (MNT получаем: 
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Свойство доказано.

3. Сумма углов треугольника. Внешний угол треугольника.
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Теорема о сумме углов треугольника: Сумма углов треугольника равна 180( (к примеру, на рисунке 7 
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Следствие из теоремы о сумме углов треугольника: Сумма двух острых углов прямоугольного треугольника равна 90(.

Внешним углом треугольника называется угол, смежный с его внутренним углом. В треугольнике можно построить по два внешних угла при каждой вершине, то есть у треугольника 6 внешних углов (углы, помеченные цифрами на рисунке 7).

Из теоремы о смежных углах следует, что 
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. Полученное утверждение называется теоремой о внешнем угле треугольника: Внешний угол треугольника равен сумме двух несмежных с ним внутренних углов (на рисунке 7 
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4. Расстояние от точки до прямой. Проекция точки на прямую. Проекция отрезка на прямую.
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Расстоянием между фигурами в геометрии принято называть кратчайшее расстояние между точками этих фигур. Можно доказать, что расстоянием от точки до прямой является длина перпендикуляра, опущенного из этой точки на прямую (на рисунке 8 расстояние от точки A до прямой l равно AA’). Понятно, что если точка лежит на прямой, расстояние от нее до прямой равно 0. Расстояние от точки A до прямой l обозначается ( (A;l).

Проекцией (прямоугольной или ортогональной проекцией) точки на прямую называется основание перпендикуляра, опущенного из этой точки на прямую. В случае, когда сама точка лежит на прямой, она совпадает со своей проекцией (на рисунке 8 A’ – проекция точки A, а точка B совпадает со своей проекцией B’). Проекция точки A на прямую l обозначается Al.
Проекцией отрезка AB на прямую l называется отрезок A’B’, заключенный между проекциями A’ и B’ точек A и B на прямую l (рисунок 9): A’B’ = ABl.
5. Признаки равенства треугольников. Признаки равенства прямоугольных треугольников.

Фигуры называются равными, если они совмещаются при наложении. У равных фигур равны все соответственные элементы.
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Оказывается, для проверки равенства двух треугольников нет необходимости сравнивать все их элементы. Доказаны признаки, позволяющие устанавливать равенство двух треугольников по следующему набору трех элементов:
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Признаки равенства треугольников:
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(по двум сторонам и углу между ними) Если две стороны и угол между ними одного треугольника соответственно равны двум сторонам и углу между ними второго треугольника, то эти треугольники равны (на рисунке 10 (PQR=(ABC, поскольку PQ=AB, PR=AC, и (RPQ=(CAB).

2. (по стороне и двум прилежащим к ней углам) Если сторона и прилежащие к ней углы одного треугольника соответственно равны стороне и прилежащим к ней углам второго треугольника, то эти треугольники равны (на рисунке 11 (PQR=(ABC, поскольку PR=AC, (RPQ=(CAB, и (PRQ=(ACB).

3. (по трем сторонам) Если три стороны одного треугольника соответственно равны трем сторонам второго треугольника, то эти треугольники равны (на рисунке 12 (ABC=(PQR, поскольку AB=PQ, BC=QR, и AC=PR).

Замечание: При обозначении равных треугольников нужно обращать внимание на порядок следования их вершин. К примеру, из записи «(ABC=(PQR следует, что AB=PQ, BC=QR, AC=PR, (A=(P, (B=(Q, и (C=(R».
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Напомним, что в прямоугольном треугольнике сторона, противолежащая прямому углу, называется гипотенузой, а две другие стороны – катетами (рисунок 13).

При сравнении двух прямоугольных треугольников пользуются следующими признаками равенства прямоугольных треугольников:
1. (по двум катетам) Если катеты одного прямоугольного треугольника соответственно равны катетам второго прямоугольного треугольника, то эти треугольники равны.

2. (по катету и острому углу) Если катет и острый угол одного прямоугольного треугольника соответственно равны катету и острому углу второго прямоугольного треугольника, то эти треугольники равны.

3. (по гипотенузе и острому углу) Если гипотенуза и острый угол одного прямоугольного треугольника соответственно равны гипотенузе и острому углу второго прямоугольного треугольника, то эти треугольники равны.

4. (по гипотенузе и катету) Если гипотенуза и катет одного прямоугольного треугольника соответственно равны гипотенузе и катету второго прямоугольного треугольника, то эти треугольники равны.

Следует заметить, что признак равенства прямоугольных треугольников по двум катетам элементарным образом вытекает из признака равенства треугольников по двум сторонам и углу между ними, а по катету и острому углу и гипотенузе и острому углу – из признака равенства треугольников по стороне и прилежащим к ней углам. Самостоятельную ценность представляет собою лишь признак равенства прямоугольных треугольников по гипотенузе и катету, и его нужно иметь в виду.

6. Равнобедренный и равносторонний треугольники.
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Треугольник называется равнобедренным, если у него равны две стороны (рисунок 14). При этом равные стороны называются боковыми, а третья сторона – основанием.

Равнобедренный треугольник обладает следующими свойствами:

Свойство углов при основании равнобедренного треугольника: В равнобедренном треугольнике углы при основании равны.

Свойство медианы равнобедренного треугольника: В равнобедренном треугольнике медиана, проведенная к основанию, является также биссектрисой и высотой.

Доказать, что треугольник является равнобедренным, помогают следующие признаки равнобедренного треугольника:
1. Если два угла треугольника равны, то треугольник является равнобедренным, причем равные углы прилежат к его основанию.
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Если высота треугольника одновременно является его биссектрисой, то этот треугольник равнобедренный, а названная высота проведена к его основанию.

3. Если высота треугольника одновременно является его медианой, то этот треугольник равнобедренный, а названная высота проведена к его основанию.

4. Если медиана треугольника одновременно является его высотой, то этот треугольник равнобедренный, а названная медиана проведена к его основанию.

Треугольник называется равносторонним, если у него равны все три стороны (рисунок 15). Поскольку равносторонний треугольник является равнобедренным, он обладает всеми свойствами равнобедренного треугольника, причем основанием в нем можно считать любую сторону. В частности, каждый угол равностороннего треугольника равен 60(.

7. Прямоугольный треугольник с углом в 30(.

Докажем свойство прямоугольного треугольника с углом в 30(: В прямоугольном треугольнике с углом в 30( гипотенуза вдвое больше катета, лежащего напротив этого угла.

Пусть в прямоугольном треугольнике ABC (A=30(, (C=90( (рисунок 16). Требуется доказать, что AB=2BC.
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Продлим катет BC за точку C на расстояние CD=BC и соединим точки A и D. Поскольку AC – высота и медиана треугольника ABD, он является равнобедренным с основанием BD по признаку равнобедренного треугольника.

2. (D=(B=90(-30(=60( по свойству углов при основании равнобедренного треугольника.

3. По теореме о сумме углов треугольника получаем: (BAD=180(-2(60(=60(. Таким образом, в треугольнике ABD каждый угол равен 60(, а значит, он является равносторонним. Тогда по определению равностороннего треугольника AB=BD=2BC, что и требовалось доказать.

[image: image52.jpg]Pucynok 16

A N3

60°

1 C



Справедлива и обратная теорема – признак прямоугольного треугольника с углом в 30(: Если в прямоугольном треугольнике катет вдвое меньше гипотенузы, то угол, противолежащий этому катету, равен 30(.

Доказательство: Пусть в прямоугольном треугольнике ABC (C=90(, AB=2BC (рисунок 17). Требуется доказать, что (A=30(.

1. Обозначим BC=a, тогда AB=2a. Продлим катет BC за вершину C на отрезок CD=a и соединим точки A и D. Поскольку AC – высота и медиана треугольника ABD, он является равнобедренным с основанием BD по признаку равнобедренного треугольника, то есть AD=AB=2a.

2. Поскольку AB=AD=2a=BD, треугольник ABD является равносторонним по определению. Но тогда по свойству равностороннего треугольника (BAD=(B=(D=60(.

3. Из треугольника ABC по теореме о сумме углов треугольника получаем: (BAC=90(-60(=30(, что и требовалось доказать.

8. Соотношения между сторонами и углами в треугольнике. Неравенство треугольника.
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Для упорядочивания сторон и углов в треугольнике пользуются теоремой о соотношении между сторонами и углами в треугольнике: В любом треугольнике напротив большей стороны лежит больший угол, а напротив большего угла – большая сторона (другими словами, в треугольнике ABC 
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 тогда и только тогда, когда 
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(рисунок 18)).

Из теоремы о соотношении между сторонами и углами в треугольнике вытекают следующие следствия:

1. В прямоугольном треугольнике гипотенуза всегда длиннее катета.

2. В тупоугольном треугольнике большая сторона лежит напротив тупого угла.

Очевидное соотношение между сторонами треугольника устанавливает теорема, называемая неравенством треугольника.

Неравенство треугольника: В произвольном треугольнике каждая сторона меньше суммы двух других сторон (В треугольнике ABC AB<AC+BC, AC<AB+BC, BC<AB+AC. Другими словами, самым коротким путем из одной точки в другую является отрезок).
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