X класс: Тема I. Параллельность в пространстве
1. Аксиомы стереометрии
Подобно тому, как все теоремы планиметрии были «выстроены» на нескольких аксиомах – очевидных недоказуемых фактах, будем теперь строить геометрию пространства – стереометрию, базируясь на следующих аксиомах:

Аксиомы стереометрии:
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А0: В пространстве существуют плоскости, в каждой из которых выполняются все аксиомы планиметрии.

Замечание: В каждой плоскости пространства выполняются не только все аксиомы планиметрии, но также и все остальные факты, доказанные в курсе 7-9 классов (поскольку все они базировались в конечном счете на аксиомах).

На чертеже плоскости чаще всего изображаются параллелограммами и обозначаются греческими буквами; иногда плоскости изображаются другими плоскими фигурами (на рисунке 1 представлены возможные изображения плоскостей).

А1: Через любые три не лежащие на одной прямой точки можно провести единственную плоскость (рисунок 2).
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Очевидность этой аксиомы легко понять, если ассоциировать плоскость с тонкой пластиной, а точки – с остриями спиц (или гвоздей). Понятно, что расположить пластину устойчиво менее чем на трех спицах невозможно, в то время как на трех остриях пластину зафиксировать можно с легкостью, если они не будут лежать на одной прямой. Следует также понимать, что четыре и более точек далеко не всегда лежат в одной плоскости: к примеру, если одна ножка табуретки короче трех других, табуретку никоим образом не удается поставить на все четыре ножки.

Лежащие на одной прямой точки называют коллинеарными; соответственно, не лежащие на одной прямой точки называются неколлинеарными. С учетом этого определения аксиому А1 можно сформулировать следующим образом: Через любые три неколлинеарные точки можно провести единственную плоскость.
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Задание плоскости тремя неколлинеарными точками породило обозначение плоскости тремя точками (к примеру, на рисунке 2 изображена плоскость (ABC)).

А2: Если две точки прямой принадлежат плоскости, то и вся прямая лежит в этой плоскости (на рисунке 3 
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Замечание 1: Из аксиомы А2 следует, что если прямая и плоскость имеют 2 общие точки, то эта прямая лежит в плоскости, т.е. имеет с ней бесконечное число общих точек. Таким образом, прямая и плоскость имеют либо 0, либо 1, либо бесконечно много общих точек. Если прямая и плоскость не имеют общих точек, то говорят, что прямая параллельна плоскости (на рисунке 4 a(((); если же прямая и плоскость имеют ровно одну общую точку, то говорят, что прямая пересекает эту плоскость (на рисунке 5 a ( ( = A). К примеру, всякая прямая, лежащая в плоскости пола стандартной комнаты, параллельна плоскости потолка этой же комнаты, поскольку они не имеют общих точек.
Замечание 2: Следует обратить внимание на то, что на рисунке 5 часть прямой a изображена пунктирной линией. Такое изображение трехмерных объектов на плоском чертеже является удобным для восприятия; на нем пунктиром изображаются те участки линий, которые были бы невидимыми, если бы в роли плоскости выступала непрозрачная пластина. Аналогичным образом «невидимые» точки изображаются выколотыми, а видимые – закрашенными.
А3: Если две несовпадающие плоскости имеют общую точку, то они пересекаются по прямой, содержащей эту точку.
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Аксиома А3 фактически утверждает, что две плоскости либо совпадают, либо пересекаются по прямой (на рисунке 6 ( ( ( = a), либо вовсе не имеют общих точек. Две плоскости, не имеющие общих точек, называются параллельными (на рисунке 7 ((((). Простейшим примером параллельных плоскостей служат плоскости пола и потолка стандартной комнаты.

Замечание: Параллельность прямой и плоскости и параллельность плоскостей позже будут рассмотрены более подробно.

2. Следствия из аксиом

Первыми теоремами, доказательства которых основаны исключительно на аксиомах стереометрии, являются следующие теоремы о задании плоскости:

Теорема о задании плоскости прямой и не лежащей на ней точкой: Через прямую и не лежащую на ней точку проходит единственная плоскость.

	Дано:

a, т.A ( a.
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Доказать:

(((: A ( (, a ( (.
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	Доказательство:

(:
Возьмем ( т. B, C ( a (рисунок 8) и проведем через 3 неколлинеарные точки A, B и C плоскость ( (это можно сделать в соответствии с аксиомой А1). Докажем, что ( – искомая плоскость: т. A ( ( по построению, а прямая a ( ( по аксиоме А2.

	
	!:
Допустим, что помимо плоскости ( существует плоскость (, содержащая точку A и прямую a. B, C ( a ( (, ( плоскость ( содержит точки A, B и C. Таким образом, через 3 неколлинеарные точки A, B и C проходят сразу 2 плоскости ( и (, что противоречит аксиоме А1. А значит, плоскость ( – единственная.
(


Доказанная только что теорема утверждает, что плоскость задается прямой и не лежащей на ней точкой. В связи с этим используется следующее обозначение плоскости, проходящей через прямую a и не лежащую на ней точку A: плоскость (a; A).
Теорема о задании плоскости двумя пересекающимися прямыми: Через две пересекающиеся прямые проходит единственная плоскость.
	Дано:

a ( b = ! A.
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Доказать:

(((: a, b ( (.
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	Доказательство:

(:
Возьмем на прямой b ( т. B, отличную от A (рисунок 9), и проведем через прямую a и точку B ( a плоскость ( (это можно сделать в соответствии с теоремой о задании плоскости прямой и не лежащей на ней точкой). Докажем, что ( – искомая плоскость: прямая a ( ( по построению, а прямая b ( ( по аксиоме А2 (поскольку 2 лежащие на ней точки A и B принадлежат плоскости ().

	
	!:
Допустим, что помимо плоскости ( существует плоскость (, содержащая прямые a и b. B ( b ( (, ( плоскость ( содержит прямую a и точку B. Таким образом, через прямую a и не лежащую на ней точку B проходят сразу 2 плоскости ( и (, что противоречит теореме о задании плоскости прямой и не лежащей на ней точкой. Следовательно, плоскость ( – единственная.
(


Прежде чем формулировать и доказывать следующую теорему, дадим определение параллельных прямых в пространстве: Две прямые в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются (на рисунке 10 a((b).

Замечание 1: Слова «прямые лежат в одной плоскости» следует понимать следующим образом: «можно провести плоскость, содержащую каждую из этих прямых».

Замечание 2: Требование принадлежности параллельных прямых одной плоскости является существенным: Из того, что прямые не пересекаются, не вытекает их параллельность. К примеру, если рассмотреть две прямые, одна из которых лежит в плоскости пола, а вторая – в плоскости потолка стандартной комнаты, то, не имея общих точек, они далеко не всегда будут параллельными, поскольку не всегда будут лежать в одной плоскости. Позже будет показано, что такие прямые называются скрещивающимися.

Теорема о задании плоскости двумя параллельными прямыми: Через две параллельные прямые проходит единственная плоскость.
	Дано:

a((b.
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Доказать:

(((: a, b ( (.
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	Доказательство:

(:
По условию a((b, ( по определению параллельных прямых существует плоскость (, содержащая каждую из прямых a и b (рисунок 10).

	
	!:
Допустим, что помимо плоскости ( существует плоскость (, содержащая прямые a и b. Но тогда плоскости ( и ( пересекаются не по прямой (у них сразу 2 общие прямые a и b), что противоречит аксиоме А3. Следовательно, плоскость ( – единственная.
(


3. Элементарные сведения о многогранниках

Аналогами плоских фигур в планиметрии являются геометрические тела в стереометрии. Весьма солидным классом геометрических тел являются многогранники – аналоги многоугольников в планиметрии.
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Многогранником называется замкнутое геометрическое тело, поверхность которого состоит из конечного числа плоских многоугольников (рисунки 11а, 11б). Эти многоугольники называются гранями многогранника; стороны граней называются ребрами многогранника, а вершины граней – вершинами многогранника. Диагональю многогранника называется отрезок, соединяющий две его вершины, не принадлежащие одной и той же грани (к примеру, на рисунке 11а B1A3 – диагональ многогранника, а B1B3 – нет, поскольку вершины B1 и B3 принадлежат одной и той же грани B1B2B3B4B5).

Простейшими примерами геометрических тел, не являющихся многогранниками, являются шар, цилиндр, конус.

Подобно многоугольникам, многогранники бывают выпуклыми (рисунок 11а) и невыпуклыми (рисунок 11б). Многогранник называется выпуклым, если он расположен по одну сторону от каждой плоскости, содержащей его грань. В противном случае многогранник называется невыпуклым (вогнутым). К примеру, многогранник, изображенный на рисунке 11б, является невыпуклым, поскольку плоскость, содержащая его грань A3A4B4B3, разбивает многогранник на части.

Замечание 1: Диагональ невыпуклого многогранника может лежать вне его (к примеру, диагональ B2A4 на рисунке 11б).
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Замечание 2: Не следует думать, что у невыпуклого многогранника непременно есть невыпуклая грань: к примеру, на рисунке 11в изображен невыпуклый многогранник, все грани которого – выпуклые многоугольники. Он получен из многогранника, изображенного на рисунке 11б, путем отсечения от него двух частей: одна из секущих плоскостей содержит прямую B3B4, а вторая – прямую A3A4 (в результате каждая из двух граней исходного многогранника – верхняя и нижняя – «изломалась» и распалась на пару граней, и у многогранника появились новые ребра – A3A6 и B3B6). Имея ввиду пример многогранника, изображенного на рисунке 11в, можно дать более точное определение ребра многогранника: ребром многогранника называется общая сторона двух его граней.
Замечание 3: Выпуклому многограннику можно дать и другое определение: Многогранник называется выпуклым, если любой отрезок, соединяющий две точки многогранника, целиком принадлежит ему. В противном случае многогранник называется невыпуклым.

Чтобы стало возможным решение широкого круга задач, дадим определения некоторым частным и наиболее распространенным видам многогранников, не претендуя на абсолютную строгость определений. Некоторые определения будем уточнять по мере изучения нового материала.
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n-угольной пирамидой называется многогранник, одна из граней которой – произвольный n‑угольник (основание пирамиды), а остальные грани – треугольники с общей вершиной (боковые грани пирамиды). Общая вершина боковых граней называется вершиной пирамиды, а исходящие из нее ребра – боковыми ребрами (на рисунке 12 изображена пирамида с вершиной S, основанием A1A2A3…An, боковыми гранями SA1A2, SA2A3, …, SAnA1 и боковыми ребрами SA1, SA2, …, SAn).

Замечание: n-угольная пирамида имеет (n + 1) грань.
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Пирамида называется правильной, если ее основанием служит правильный многоугольник, а все боковые ребра равны между собой.

Тетраэдром называется треугольная пирамида, т.е. пирамида, основанием которой служит треугольник (рисунок 13).

Замечание: Основанием тетраэдра можно считать любую его грань.

Тетраэдр называется правильным, если все его ребра равны между собой.

Замечание 1: Все грани правильного тетраэдра представляют собой равные между собой правильные треугольники.

Замечание 2: Тетраэдр – то же самое, что и треугольная пирамида; однако, правильный тетраэдр – не то же самое, что правильная треугольная пирамида. Не всякая правильная треугольная пирамида является правильным тетраэдром, поскольку у правильной треугольной пирамиды ребро основания не обязано быть равным боковому ребру. Другими словами, правильный тетраэдр – лишь частный случай правильной треугольной пирамиды.
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n-угольной призмой называется многогранник, две грани которого – равные n-угольники (основания призмы), а все остальные грани – параллелограммы (боковые грани призмы). Ребра призмы, не принадлежащие ее основаниям, называются боковыми ребрами призмы (на рисунке 14 изображена призма с основаниями A1A2A3…An и B1B2B3…Bn, боковыми гранями A1A2B2B1, A2A3B3B2, …, AnA1B1Bn и боковыми ребрами A1B1, A2B2, A3B3, …, AnBn). Если все боковые грани призмы – прямоугольники, то призма называется прямой; в противном случае призма называется наклонной.

Замечание 1: Далее будет дано более строгое определение призмы. Также будет показано, что призма является прямой, если хотя бы одна ее боковая грань – прямоугольник.

Замечание 2: n-угольная призма имеет (n + 2) грани.

Замечание 3: Все боковые ребра призмы равны между собой.

Призма называется правильной, если ее основаниями являются правильные многоугольники, и она прямая.
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Частным случаем призмы является параллелепипед. Параллелепипедом называется четырехугольная призма, основаниями которой служат параллелограммы (рисунок 15). Две грани параллелепипеда, имеющие общее ребро, называются смежными, а не имеющие общих ребер – противоположными.

Замечание: Всякая грань параллелепипеда может считаться его основанием.

Параллелепипед называется прямоугольным, если все его грани – прямоугольники. Форму прямоугольного параллелепипеда имеют кирпичи, коробки, классные комнаты и т.д.
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Замечание: Недопустимо путать прямой и прямоугольный параллелепипед: прямой параллелепипед – это прямая призма, основаниями которой являются параллелограммы, т.е. у прямого параллелепипеда 4 грани обязаны быть прямоугольниками. У прямоугольного же параллелепипеда все 6 граней должны являться прямоугольниками. Таким образом, прямоугольный параллелепипед – частный случай прямого параллелепипеда.

Кубом называется прямоугольный параллелепипед, все ребра которого равны (рисунок 16).

Замечание: Все грани куба являются равными квадратами.
4.
Изображение пространственных тел на плоскости. Параллельное и центральное проектирование
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Рисунок 17 дает представление о том, что представляет собою плоское изображение пространственного тела в геометрии. Забегая вперед, скажем, что это есть не что иное, как параллельная проекция тела на плоскость проектирования (.
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Дадим для начала определение параллельной проекции точки на плоскость. Пусть в пространстве заданы плоскость ( и пересекающая ее прямая l. Параллельной проекцией точки M на плоскость ( в направлении l называется точка M ( пересечения с плоскостью ( прямой, проходящей через точку M параллельно l (рисунок 18). При этом плоскость ( называется плоскостью проектирования, а прямая l – направлением проектирования. Для параллельной проекции точки M на плоскость ( в направлении l используется следующее обозначение: 
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Замечание: Если точка лежит в плоскости проектирования, то она совпадает со своей параллельной проекцией.
Параллельной проекцией тела Ф на плоскость ( в направлении l называется фигура Ф (, состоящая из параллельных проекций всех точек тела Ф на плоскость ( в направлении l. Зачастую для построения параллельной проекции тела на плоскость не требуется проектировать все его точки, а достаточно построить проекции лишь точек, определяющих геометрическое тело. В частности, для проектирования многогранника на плоскость достаточно построить проекции всех его вершин. К примеру, чтобы построить параллельную проекцию тетраэдра ABCD на плоскость ( в направлении l, достаточно спроектировать все его вершины на плоскость ( в направлении l. В результате получится плоская фигура A (B (C (D (, представляющая собою параллельную проекцию тетраэдра ABCD на плоскость ( (рисунок 17). Аналогичным образом можно построить параллельную проекцию всякого тела на плоскость, а затем и его плоское изображение – фигуру, подобную параллельной проекции тела на плоскость.

Изображением геометрического тела Ф называется любая фигура Ф (, подобная параллельной проекции тела Ф на некоторую плоскость (. Тело Ф называется при этом оригиналом фигуры Ф (. Следует понимать, что изображение тела зависит от выбора направления и плоскости проектирования; поэтому одно и то же геометрическое тело имеет бесконечное множество плоских изображений (которые зачастую кардинальным образом отличаются друг от друга). Если считать солнечные лучи параллельными друг другу, то тень предмета представляет собою не что иное, как его параллельную проекцию на поверхность земли. И то, что отбрасываемая предметом тень постоянно претерпевает в течение дня изменения, как раз и связано с изменением направления проектирования.

Сформулируем без доказательства основные свойства параллельного проектирования, используемые при работе с изображениями пространственных объектов (будем считать, что проектируемые прямые и отрезки непараллельны направлению проектирования):

1. [image: image216.jpg]


Параллельной проекцией прямой или отрезка является прямая или отрезок.

[image: image217.jpg]


Рисунок 19 дает представление о построении проекции прямой a на плоскость ( в направлении l. При построении проекций точек прямой a на плоскость ( через них проводятся прямые параллельно l (к примеру, прямые AA (((l и BB (((l на рисунке 19). Можно доказать, что все эти прямые лежат в одной плоскости (на рисунке она обозначена (), которая, согласно аксиоме А3, пересекает плоскость ( по прямой линии a (. Таким образом, проекции всех точек прямой a «заполняют собой» прямую a ( = ( ( (, т.е. проекцией прямой a на плоскость ( является прямая a (.
2. Параллельные проекции параллельных отрезков либо параллельны друг другу (рисунок 20а), либо лежат на одной прямой (рисунок 20б).

3. [image: image218.jpg]
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Параллельные проекции отрезков, лежащих на одной или параллельных прямых, пропорциональны длинам самих отрезков (к примеру, на рисунках 20а и 20б A (B ( : AB = C (D ( : CD). В частности, проекцией середины отрезка является середина его проекции (рисунок 21).
Замечание: При параллельном проектировании не сохраняются ни углы, ни длины отрезков, ни отношения неколлинеарных (т.е. не лежащих на одной или параллельных прямых) отрезков. Это необходимо учитывать при работе с плоским изображением пространственного объекта, которое может стать причиной многих иллюзий. Покажем это на примере изображения куба (рисунок 22):
1). Глядя на изображение куба, создается впечатление, что (ABC – тупой, в то время как на самом деле он прямой.

2). [image: image220.jpg]


Судя по изображению, (ABC равен сумме углов ABB1 и B1BC, хотя все три этих угла – прямые (на самом деле они лежат в разных плоскостях).

3). Изображения отрезков AB и BC не равны, в то время как все ребра куба равны между собой.

4). Глядя на рисунок, может создаться впечатление, что пары прямых BD и A1C1, BB1 и CD пересекаются; но это глубокое заблуждение: прямые BD и A1C1 лежат в параллельных плоскостях ABC и A1B1C1 соответственно, а значит, не имеют общих точек; аналогично прямые BB1 и CD лежат соответственно в параллельных плоскостях ABB1 и CDD1.

5). Изображения прямых BT и B1C параллельны, в то время как сами прямые параллельными быть не могут, поскольку через них нельзя провести плоскость (через 3 неколлинеарные точки B, T и B1 можно провести единственную плоскость ABB1, но она не содержит вершину C).

6). По рисунку создается впечатление, что точки P, Q и R лежат на одной прямой; на самом же деле прямая PQ лежит в плоскости A1B1C1, прямая QR – в плоскости BCC1, а прямая PR – в плоскости CDD1.
При изображении стандартных геометрических тел на плоских чертежах нет необходимости каждый раз выполнять построение их параллельных проекций на плоскость тетради или доски. Гораздо удобнее пользоваться известными доказанными фактами, позволяющими строить плоские изображения основных фигур:

· [image: image221.jpg]
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Изображением треугольника может служить произвольный треугольник (рисунок 23а) или отрезок (последнее имеет место в том случае, когда направление проектирования лежит в плоскости оригинала-треугольника или параллельно ей).

· Изображением параллелограмма может служить произвольный параллелограмм (рисунок 23б) или отрезок (аналогично предыдущему пункту). Это следует из свойства (2) параллельного проектирования.

· [image: image223.jpg]


Изображением трапеции может служить трапеция, основания которой пропорциональны основаниям оригинала (рисунок 23в), или отрезок (т.е. если A (B (C (D ( – изображение трапеции ABCD с основаниями BC и AD, то B (C ( : BC = A (D ( : AD). Это следует из свойств (2) и (3) параллельного проектирования.
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· Изображением окружности может служить произвольный эллипс (рисунок 23г) или отрезок (этот факт используется при построении изображений круглых тел – шара, цилиндра, конуса).

· Изображением тетраэдра может служить произвольный четырехугольник (как выпуклый, так и невыпуклый) с проведенными в нем диагоналями (рисунок 17). Этот факт составляет содержание теоремы Польке – Шварца.

· Для построения изображения пирамиды строится изображение ее основания, а затем произвольно выбранная точка плоскости соединяется со всеми вершинами изображения основания (рисунок 12).

· Для построения изображения призмы строится изображение одного из ее оснований, образ этого изображения при параллельном переносе на произвольный вектор, и соответствующие вершины полученных таким образом двух многоугольников соединяются отрезками (рисунок 14). В частности, изображением параллелепипеда (и в том числе куба) служит фигура, состоящая из любых двух равных параллелограммов с соответственно параллельными сторонами, и отрезков, соединяющих их соответственные вершины (рисунки 15, 16).
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Следует иметь представление о центральной проекции тела на плоскость. Чтобы построить ее, необходимо помимо плоскости проектирования выбрать произвольным образом не принадлежащую ей точку – центр проектирования.
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Пусть заданы плоскость ( и не принадлежащая ей точка S. Центральной проекцией точки M на плоскость ( с центром S называется точка M ( пересечения с плоскостью ( прямой SM (рисунок 24). При этом плоскость ( называется плоскостью проектирования, а точка S – центром проектирования. Для центральной проекции точки M на плоскость ( с центром S используется следующее обозначение: 
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Замечание 1: Если точка лежит в плоскости проектирования, то она совпадает со своей центральной проекцией.

Замечание 2: Если прямая SM параллельна плоскости (, то построить центральную проекцию точки M на плоскость ( с центром S невозможно (к примеру, на рисунке 24 невозможно построить проекцию точки K на плоскость ( с центром S, поскольку SK((().
Центральной проекцией тела Ф на плоскость ( с центром S называется фигура Ф (, состоящая из центральных проекций всех точек тела Ф на плоскость ( с центром S (например, на рисунке 25 показано построение центральной проекции куба ABCDA1B1C1D1 на плоскость ( в направлении S).

Единственным свойством центрального проектирования является то, что центральной проекцией прямой, луча или отрезка является соответственно прямая, луч или отрезок (в случае, если центр проектирования лежит на прямой, ее проекцией является точка). В отличие от параллельного проектирования, при центральном проектировании не сохраняется ни параллельность прямых, ни отношение параллельных отрезков (из рисунка 25 видно, что A (B ( ( C (D (, A (B ( ( C (D (). Поэтому, несмотря на, возможно, более реалистичное изображение объектов с использованием центрального проектирования, в технике его использовать нецелесообразно. В искусстве же, напротив, используются именно центральные проекции (к примеру, в изображении комнаты, имеющей форму параллелепипеда, непременно присутствует перспектива).
Иногда говорят, что параллельное проектирование является предельным случаем центрального проектирования, когда центр проектирования бесконечно удален от плоскости проектирования (подобно тому, как, говоря о тени предмета, солнечные лучи можно считать параллельными друг другу).
5. Параллельность прямых в пространстве

Напомним, что две прямые в пространстве называются параллельными, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются: 
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. Как известно из курса планиметрии, через точку M, не лежащую на прямой a, в плоскости ( можно провести единственную прямую b((a. Докажем, что и в пространстве через точку M ( a проходит единственная прямая b((a:

Теорема о существовании и единственности прямой, параллельной данной: Через точку, не лежащую на данной прямой, можно провести единственную прямую, параллельную данной.

	Дано:

a; M ( a.
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Доказать:

( ! b((a: M ( b.
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	Доказательство:

(:
Проведем плоскость ( = (a; M) (это можно сделать по теореме о задании плоскости прямой и не лежащей на ней точкой). В плоскости ( проведем через точку M прямую b((a (рисунок 26).

	
	!:
Допустим, что ( с((a: M ( c. Тогда по определению параллельных прямых прямые a и c должны лежать в одной плоскости. Если c ( (, то в плоскости ( через точку M проходят сразу 2 прямые (b и c), параллельные a, что невозможно. Значит, прямые a и c лежат в плоскости (, не совпадающей с (. Но т.к. M ( c ( (, то через прямую a и не лежащую на ней точку M проходят сразу 2 плоскости (( и (), что противоречит теореме о задании плоскости прямой и не лежащей на ней точкой. Таким образом, прямая b – единственная.
(


Докажем теперь вспомогательную теорему – лемму о пересечении плоскости параллельными прямыми:

Лемма о пересечении плоскости параллельными прямыми: Если одна из двух параллельных прямых пересекает плоскость, то вторая прямая также пересекает эту плоскость.

	Дано:

a((b;

a ( ( = ! A.
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Доказать:

b ( ( = ! B.
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	Доказательство:

1. Проведем через прямые a и b плоскость ( (рисунок 27). Сразу отметим, что плоскости ( и ( не совпадают (если бы они совпадали, то прямая a лежала бы в плоскости (, что противоречит условию).

2. Т.к. у несовпадающих плоскостей ( и ( есть общая точка A (A ( ( по условию, A ( ( по построению), ( по аксиоме А3 ( ( ( = l: A ( l.

	
	3. По теореме о существовании и единственности прямой, параллельной данной, через точку A проходит единственная прямая, параллельная b; а это по условию прямая a. Следовательно, l ( b, а т.к. прямые l и b лежат в одной плоскости, ( l ( b = ! B.

4. B ( l ( (, B ( b, ( B – общая точка прямой b и плоскости (. Значит, прямая b либо лежит в плоскости (, либо пересекает ее в точке B. Если b ( (, то через прямую b и не лежащую на ней точку A проходят 2 несовпадающие плоскости ( и (, что невозможно. А значит, b ( ( = ! B.
(


Пользуясь доказанной леммой, докажем теорему о параллельности трех прямых:

Теорема о параллельности трех прямых: Две прямые, параллельные третьей прямой, параллельны между собой.

	Дано:

a((c; b((c.
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Доказать: a((b.
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	Доказательство:

1. Сразу заметим, что прямые a и b не имеют общих точек: если бы у них была общая точка, то через нее проходили бы сразу 2 прямые, параллельные c, что невозможно по теореме о существовании и единственности прямой, параллельной данной.

	
	2. Выберем на прямой b произвольную точку B и проведем плоскость ( = (a; B) (рисунок 28). Т.к. т. B ( b, B ( (, ( прямая b имеет общую точку B с плоскостью (, т.е. прямая b либо пересекает плоскость (, либо лежит в ней. Докажем, что b ( (.
3. Допустим, что b ( ( = ! B. b((c, ( по лемме о пересечении плоскости параллельными прямыми c также пересекает плоскость (. А т.к. a((c, ( по той же лемме прямая a пересекает плоскость (. Но по построению a ( (. Пришли к противоречию, ( предположение неверно, т.е. b ( (.
4. Итак, прямые a и b лежат в одной плоскости ( и не имеют общих точек (см. п. 1), ( a((b по определению.
(


Замечание: Теорему о параллельности трех прямых часто называют свойством транзитивности параллельности прямых.
6. Параллельность прямой и плоскости

Напомним, что прямая a и плоскость ( называются параллельными, если они не имеют общих точек: a((( ( a ( ( = (.
Замечание: Через точку, лежащую вне данной плоскости, можно провести бесконечно много прямых, параллельных данной плоскости (к примеру, всякая прямая, лежащая в плоскости потолка комнаты, параллельна плоскости ее пола).

Докажем признак, позволяющий устанавливать параллельность прямой и плоскости.

Признак параллельности прямой и плоскости: Если прямая, не лежащая в данной плоскости, параллельна какой-нибудь прямой, лежащей в этой плоскости, то прямая и плоскость параллельны (рисунок 29).
	Дано:

a((b; a ( (;
b ( (.
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Доказать: b(((.
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	Доказательство:

Допустим, что b ( (. Тогда по лемме о пересечении плоскости параллельными прямыми a ( ( (т.к. a((b). Пришли к противоречию с условием (a ( (), ( b(((.
(


Сформулируем и докажем несколько элементарных утверждений о параллельности прямой и плоскости:
1.
Если одна из двух пересекающихся плоскостей содержит прямую, параллельную второй плоскости, то эта прямая параллельна линии пересечения данных плоскостей (рисунок 30).

	Дано:

( ( ( = l;

a ( (; a(((.
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Доказать: a((l.
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	Доказательство:

Поскольку прямые a и l лежат в одной плоскости (, они либо параллельны, либо пересекаются. Если бы они пересекались, прямая a имела бы общую точку с плоскостью (, что противоречит условию. Значит, a((l.
(


Следствие: Если прямая a параллельна плоскости (, то в этой плоскости найдется бесконечно много прямых, параллельных a (через прямую a можно провести бесконечно много плоскостей, каждая из которых будет пересекать плоскость ( по прямой, параллельной a).
2.
Если через каждую из двух параллельных прямых проведена плоскость, и эти плоскости пересекаются, то линия пересечения плоскостей параллельна каждой из этих прямых (рисунок 31).

	Дано:

( ( ( = l; a((b;
a ( (; b ( (.
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Доказать: a((l; b((l.
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	Доказательство:

1. a((b ( (; ( по признаку параллельности прямой и плоскости a(((.

2. Плоскость ( содержит прямую a, параллельную плоскости (, ( по утверждению 1, a((l.
3. b((a((l, ( по теореме о параллельности трех прямых, b((l.
(


3.
Если прямая параллельна каждой из двух пересекающихся плоскостей, то она параллельна линии их пересечения (рисунок 32).
	Дано:

( ( ( = l;

с(((; с(((.
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Доказать: с((l.
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	Доказательство:

1. с(((; ( по следствию из утверждения 1, в плоскости ( найдется прямая a, параллельная c (рисунок 32). Аналогично ( b ( (: с((b.

2. a((с((b, ( по теореме о параллельности трех прямых, a((b.
3. a((b, a ( (, b ( (, ( ( ( = l, ( по утверждению 2, a((l((b.
4. c((a((l, ( по теореме о параллельности трех прямых, с((l.
(


7. Скрещивающиеся прямые
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Как известно, две прямые, лежащие в одной плоскости, либо параллельны, либо пересекаются. Но оказывается, что не через всякие 2 прямые в пространстве можно провести плоскость. К примеру, через прямые, содержащие ребра AB и CC1 куба ABCDA1B1C1D1 нельзя провести плоскость (рисунок 33). Такие прямые называются скрещивающимися.

Две прямые называются скрещивающимися, если через них нельзя провести плоскость. Для скрещивающихся прямых a и b используется следующее обозначение: 
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Замечание 1: Поскольку как через две пересекающиеся, так и через две параллельные прямые в пространстве можно провести плоскость, скрещивающиеся прямые не являются ни пересекающимися, ни параллельными. Таким образом, две прямые в пространстве могут быть либо пересекающимися, либо параллельными, либо скрещивающимися.

Замечание 2: Не следует ориентироваться на чертеж, устанавливая характер взаимного расположения двух прямых (к примеру, на рисунке 33 изображения прямых AB и CC1 пересекаются, в то время как сами прямые являются скрещивающимися).
Поскольку чертеж не позволяет доказать, что прямые являются скрещивающимися, а напротив, может создать иллюзию их пересечения, для доказательства того, что через две данные прямые нельзя провести плоскость, используется следующий признак скрещивающихся прямых: Если одна из двух прямых лежит в некоторой плоскости, а вторая прямая пересекает эту плоскость в точке, не принадлежащей первой прямой, то данные прямые являются скрещивающимися.
	Дано:

a ( (;

b ( ( = B;

B ( a.
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Доказать: 
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	Доказательство:

1. Допустим, что через прямые a и b можно провести плоскость (. Тогда т. B ( b ( (, ( плоскость ( проходит через прямую a и не лежащую на ней точку B. Но т.к. плоскость ( также содержит прямую a и точку B, плоскости ( и ( совпадают.

2. b ( ( ( (, ( b ( (, что противоречит условию. Значит, предположение неверно, т.е. через прямые a и b нельзя провести плоскость ( 
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С помощью сформулированного только что признака легко доказать, к примеру, что прямые AB и CC1 на рисунке 33 – скрещивающиеся: 
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Замечание: Если в задаче идет речь о скрещивающихся прямых, не «привязанных» к какой-либо геометрической конструкции, удобно изображать их на чертеже в виде противоположных ребер тетраэдра (на рисунке 35 
[image: image10.wmf]ab
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, поскольку a ( (ABC), b ( (ABC) = ! C ( a).

Оказывается, что каковы бы ни были две скрещивающиеся прямые, через каждую из них можно провести плоскость, параллельную второй прямой. Это утверждает следующая теорема:

Теорема о существовании и единственности плоскости, параллельной данной прямой: Через каждую из двух скрещивающихся прямых можно провести единственную плоскость, параллельную второй прямой.

	Дано:
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Доказать:
( ! (((a: b ( (;

( ! (((b: a ( (.
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	Доказательство:

(:
1.
Возьмем произвольную т. B ( b и проведем через нее прямую a(((a (рисунок 36; это можно сделать согласно теореме о существовании и единственности прямой, параллельной данной).

2.
Проведем через пересекающиеся прямые a( и b плоскость ( (это можно сделать согласно теореме о задании плоскости двумя пересекающимися прямыми).

	
	3. ( – искомая плоскость: a((a( ( (, ( по признаку параллельности прямой и плоскости, (((a; b ( ( по построению.

!:
4.
Допустим, что через прямую b можно провести еще одну плоскость (, параллельную a. Тогда т.к. B ( b ( (, B ( a(, ( прямая a( имеет с плоскостью ( как минимум одну общую точку B. Следовательно, прямая a( либо лежит в плоскости (, либо пересекает ее в точке B.

5.
Если a( ( ( = ! B, то поскольку a(((a, прямая a также пересекает плоскость ( по лемме о пересечении плоскости параллельными прямыми. Это противоречит тому, что a(((, ( a( ( (.

6.
Т.к. a( ( (, то плоскость ( проходит через пересекающиеся прямые a( и b, а значит, совпадает с плоскостью ( по теореме о задании плоскости двумя пересекающимися прямыми. Следовательно, ( – единственная.

7.
Аналогично можно доказать, что ( ! (((b: a ( (.
(
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8. Угол между прямыми

Напомним, что углом между пересекающимися прямыми называется наименьший из четырех углов, образованных при их пересечении, а угол между параллельными прямыми считается равным нулю. Дадим определение угла между скрещивающимися прямыми.

Углом между скрещивающимися прямыми называется угол между пересекающимися прямыми, соответственно параллельными данным прямым и проведенными через произвольную точку O пространства (на рисунке 37 ((a, b) = ((a(, b()). Можно доказать, что величина угла между прямыми не зависит от выбора точки O, через которую проводятся параллельные им прямые. В частности, можно провести прямую через произвольную точку одной прямой параллельно второй прямой (на рисунке 37 через точку C прямой b проведена прямая a(((a, и ((a, b) = ((a(, b)).
Из определения угла между прямыми следует, что он может лежать в пределах [0; 90(]. Две прямые в пространстве (не обязательно пересекающиеся), угол между которыми равен 90(, называются перпендикулярными. Позже понятие перпендикулярных прямых будет рассмотрено подробнее.

9. Параллельность плоскостей

Напомним, что две плоскости называются параллельными, если они не имеют общих точек.

Замечание: Из определения параллельных плоскостей следует, что всякая прямая, лежащая в одной из двух параллельных плоскостей, параллельна второй плоскости.

Докажем признак параллельности двух плоскостей: Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно параллельны двум прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны.

	Дано:

a, b ( (;

a ( b = M;

a((a(, b((b(;

a(, b( ( (.
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Доказать: ((((.
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	Доказательство:

1. a((a( ( (, ( прямая a либо принадлежит плоскости (, либо параллельна ей по признаку параллельности прямой и плоскости. Аналогично прямая b либо принадлежит плоскости (, либо параллельна ей.

2. Если a ( ( (рисунок 38а), то a = ( ( (, ( M ( a ( (, ( прямая b имеет с плоскостью ( общую точку M. Но из п. 1 прямая b либо лежит в плоскости (, либо параллельна ей, а поскольку она имеет с плоскостью ( общую точку M, ( b ( (. Но тогда b = ( ( ( = a, т.е. прямые a и b совпадают, что противоречит условию. Значит, a ( (, т.е. a(((. Аналогично b(((.
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	3. Допустим, что плоскости ( и ( непараллельны; тогда по аксиоме А3 ( ( ( = m (рисунок 38б). 
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, ( согласно утверждению 1 о параллельности прямой и плоскости, a((m (эти прямые лежат в одной плоскости ( и не могут пересекаться, т.к. прямая a не имеет общих точек с плоскостью (). Аналогично b((m. Получилось, что через точку M проходят сразу 2 прямые, параллельные m, что противоречит теореме о существовании и единственности прямой, параллельной данной. Следовательно, предположение неверно, т.е. ((((.
(


Параллельные плоскости обладают следующими свойствами:
1.
(Теорема о линиях пересечения параллельных плоскостей третьей плоскостью): Если две параллельные плоскости пересечены третьей плоскостью, то их линии пересечения параллельны (рисунок 39).

	Дано:

((((;
( ( ( = a;

( ( ( = b.

[image: image251.jpg]


Доказать: a((b.
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	Доказательство:

Прямые a и b лежат в одной плоскости (, ( они либо параллельны, либо пересекаются. Если они пересекаются, то у плоскостей ( и ( есть общая точка, что противоречит условию. Значит, a((b.
(


2.
(Теорема о пересечении параллельных плоскостей прямой): Если прямая пересекает одну из двух параллельных плоскостей, то она пересекает и вторую плоскость.

	Дано:

((((;
l ( ( = ! A.
[image: image253.jpg]


Доказать: l ( ( = ! B.
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	Доказательство:

1. Выберем в плоскости ( произвольную точку C ( l и проведем плоскость ( = (l; C) (рисунок 40).

2. Плоскости ( и ( имеют общую точку A, ( по аксиоме А3, ( ( ( = a: A ( a.

3. Плоскости ( и ( имеют общую точку C, ( по аксиоме А3 ( ( ( = b: C ( b.

4. По свойству 1 параллельных плоскостей, a((b. В плоскости ( l ( a = A, a((b; ( l ( b = B.

	
	5. B ( b ( (, B ( l, ( B – общая точка прямой l и плоскости (, ( прямая l либо лежит в плоскости (, либо пересекает ее в точке B. Если бы l ( (, то у плоскостей ( и ( была бы общая точка A, что противоречит условию. Значит, l ( ( = ! B.
(


3.
(Теорема о пересечении параллельных плоскостей третьей плоскостью): Если плоскость пересекает одну из двух параллельных плоскостей, то она пересекает и вторую плоскость.

	Дано:

((((;
( ( ( = a.
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Доказать: ( ( ( = b.
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	Доказательство:

1. Проведем в плоскости ( произвольную прямую l, пересекающую a: l ( a = A (рисунок 41). Тогда A ( a ( (, A ( l, ( l ( ( = A.

2. По предыдущему свойству l ( ( = B; ( B ( l ( (, B ( (, ( у плоскостей ( и ( есть общая точка B. Значит, по аксиоме А3, ( ( ( = b.
(



4.
(Теорема об отрезках параллельных прямых, заключенных между параллельными плоскостями): Отрезки параллельных прямых, заключенные между параллельными плоскостями, равны.

	Дано:

((((; a((b;

a ( ( = A1;

a ( ( = A2;

b ( ( = B1;

b ( ( = B2.
Доказать: A1A2 = B1B2.
	
	Доказательство:

1. Проведем через параллельные прямые a и b плоскость ( (рисунок 42). Согласно аксиоме А3, ( ( ( = A1B1, ( ( ( = A2B2.

2. По свойству 1 параллельных плоскостей, A1B1((A2B2; по условию A1A2((B1B2; ( A1A2B2B1 – параллелограмм; ( по свойству параллелограмма, A1A2 = B1B2.
(



Докажем теорему о существовании и единственности плоскости, параллельной данной: Через точку, не принадлежащую данной плоскости, можно провести единственную плоскость, параллельную данной.

	Дано:

(; M ( (.

Доказать:
( ! ((((: M ( (.
	
	Доказательство:

(:
1.
Выберем в плоскости ( произвольную точку A и проведем через нее прямые a ( ( и b ( ( (рисунок 43).

2.
Проведем через точку M прямые a1((a и b1((b (это можно сделать по теореме о существовании и единственности прямой, параллельной данной).

3.

Через пересекающиеся прямые a1 и b1 проведем плоскость (. Эта плоскость – искомая: M ( a1 ( ( по построению; (((( по признаку параллельности плоскостей.

	
	!:
4.
Допустим, что через точку M проходит еще одна плоскость ((((. Поскольку плоскости ( и ( имеют общую точку M, они пересекаются. Но т.к. ((((, ( ( (, ( по теореме о пересечении параллельных плоскостей третьей плоскостью, ( ( (, что противоречит условию. Значит, плоскость ( – единственная.
(


Следствие (теорема о транзитивности параллельности плоскостей): Две плоскости, параллельные третьей, параллельны между собой.

Доказательство: Пусть ((((, ((((. Если предположить, что ( ( (, то у плоскостей ( и ( есть общая точка, а значит, через эту точку проходят сразу 2 плоскости ( и (, параллельные (, что противоречит доказанной только что теореме. Следовательно, ((((.
(
Докажем теорему о существовании и единственности пары параллельных плоскостей, проходящих через две скрещивающиеся прямые: Через всякую пару скрещивающихся прямых можно провести единственную пару параллельных плоскостей.

	Дано:
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Доказать:
( ! (: a ( (;

( ! (: b ( (:

((((.


	
	Доказательство:

(:
1.
Выберем на прямой a произвольную точку A и проведем через нее прямую b1((b (рисунок 44а).

2. Проведем через пересекающиеся прямые a и b1 плоскость (. Тогда по признаку параллельности прямой и плоскости, b(((.

3. Выберем на прямой b произвольную точку B и проведем через нее плоскость (((( (это можно сделать по теореме о существовании и единственности плоскости, параллельной данной).

4. Допустим, что b ( ( = ! B. Тогда b ( ( по теореме о пересечении параллельных плоскостей прямой, что противоречит п.2. Значит, b ( (.

	

	5. Плоскости ( и ( – искомые: a ( ( по построению (п. 2), b ( ( (п. 4), (((( по построению (п. 3).

!:
6.
Допустим, что через прямые a и b можно провести еще одну пару параллельных плоскостей (( и ((: a ( ((, b ( ((: (((((( (рисунок 44б).
7. Проведем плоскость ( = (b; A). Тогда т.к. b ( ((, b ( (, ( ( ( (( = b.
8. 
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 ( по свойству параллельных плоскостей, ( ( (( = b(((b: A ( b( (т.к. A ( (, A ( a ( ((). Но т.к. через т. A можно провести единственную прямую, параллельную b, то прямые b( и b1 совпадают, т.е. ( ( (( = b1.

9. 
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 ( плоскость (( проходит через пересекающиеся прямые a и b1. Но т.к. через две пересекающиеся прямые можно провести ! плоскость, то (( ( (.

	10. Т.к. плоскости (( и ( совпадают, то через прямую b проходят сразу 2 плоскости ( и ((, параллельные (. Значит, и через точку B проходят 2 плоскости, параллельные (, что противоречит теореме о существовании и единственности плоскости, параллельной данной. Следовательно, предположение неверно, т.е. пара плоскостей ( и ( – единственная.
(


10. Дальнейшие сведения о многогранниках

Теперь, когда сформулированы определения и свойства параллельных плоскостей, можно уточнить определение призмы, доказать свойства параллелепипеда и дать определение усеченной пирамиды.

n-угольной призмой называется многогранник, две грани которого – равные n-угольники, лежащие в параллельных плоскостях (основания призмы), а все ребра, не лежащие в этих плоскостях, соединяют соответственные вершины оснований и параллельны друг другу (боковые ребра). Грани призмы, не являющиеся основаниями, называются боковыми.

Напомним, что параллелепипедом называется четырехугольная призма, основаниями которой являются параллелограммы (рисунок 45). Можно сказать, что параллелепипед – это трехмерный аналог параллелограмма. Параллелепипед обладает следующими свойствами:
1. Свойство противоположных граней параллелепипеда: Противоположные грани параллелепипеда равны и параллельны (примем это очевидное свойство без доказательства).

2. Свойство диагоналей параллелепипеда: Все диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точке и делятся ею пополам.

Доказательство:
1. Пусть, к примеру, A1C ( BD1 = O (рисунок 45). A1D1 = AD = BC, A1D1((AD((BC, ( 
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; ( A1D1CB – параллелограмм с центром O. Тогда по свойству диагоналей параллелограмма, O – общая середина отрезков A1C и BD1.

2. Аналогично доказывается, что 
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; ( DD1B1B – параллелограмм, диагонали которого BD1 и B1D пересекаются в их общей середине. Но из п.1 серединой отрезка BD1 является точка O, ( O – также середина B1D.

3. Аналогично, рассматривая параллелограмм AA1C1C, доказывается, что диагональ AC1 пересекает отрезок A1C в его середине – точке O. Таким образом, A1C ( AC1 = A1C ( BD1 = BD1 ( B1D = O, что и требовалось доказать.
(
Точка пересечения диагоналей параллелепипеда называется его центром.

Усеченной пирамидой (рисунок 46) называется часть пирамиды, заключенная между плоскостью ее основания и плоскостью, параллельной основанию и пересекающей все боковые ребра пирамиды. При этом основание полной пирамиды и ее сечение указанной плоскостью называются основаниями усеченной пирамиды, а остальные грани – боковыми. Ребра усеченной пирамиды, не принадлежащие основаниям, называются боковыми.

К примеру, на рисунке 46 изображена усеченная пирамида A1A2…AnB1B2…Bn с основаниями A1A2…An и B1B2…Bn, боковыми гранями A1A2B2B1, A2A3B3B2, …, AnA1B1Bn и боковыми ребрами A1B1, A2B2, …, AnBn.
Замечание 1: Все боковые грани усеченной пирамиды являются трапециями, а основания – подобными друг другу многоугольниками.

Замечание 2: Изображая усеченную пирамиду, необходимо построить сначала полную пирамиду, а затем уже выполнить построение сечения полной пирамиды соответствующей плоскостью.

Усеченная пирамида называется правильной, если она является частью правильной пирамиды.

Замечание: Основаниями правильной усеченной пирамиды являются правильные многоугольники, а боковыми гранями – равные друг другу равнобедренные трапеции.

11.
Построение сечений многогранников, заданных условием параллельности

11.1.
Построение сечения многогранника плоскостью, проходящей через заданную точку параллельно заданной плоскости

Рассмотрим сначала вопрос о построении сечения многогранника плоскостью (, проходящей через заданную точку M параллельно заданной плоскости (: M ( ((((. Т.к. по свойству параллельных плоскостей линии пересечения плоскостей ( и ( со всякой плоскостью параллельны, построение основывается на том, что следы секущей плоскости ( проводятся параллельно следам заданной плоскости ( в соответствующей грани или вспомогательной плоскости. Самым простым является случай, когда заданная точка M принадлежит одной из граней многогранника. Тогда необходимо построить сначала след плоскости ( в этой грани, а затем параллельно ему провести через точку M искомый след плоскости (. Построенный таким образом след позволит «выйти» в плоскости других граней и продолжить построение сечения аналогичным образом. К примеру, на рисунке 47а построено сечение тетраэдра DABC плоскостью, проходящей через заданную точку M ( (DBC) параллельно заданной плоскости PQR. Для этого сначала необходимо построить след плоскости PQR в грани DBC (X = PQ ( BD, Y = PR ( CD, XY = (PQR) ( (DBC)), затем провести через точку M прямую KL((XY и завершить построение сечения: KN((PQ. Тогда KNL – искомое сечение: 
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Если же заданная точка M не лежит в плоскости грани, необходимо рассмотреть вспомогательную плоскость (, содержащую точку M и пересекающую плоскость ( по некоторой прямой a. После построения прямой a останется провести параллельно ей через точку M прямую b = ( ( (, а далее, «выйдя» на поверхность многогранника, продолжить построение описанным выше способом. К примеру, на рисунке 47б построено сечение тетраэдра DABC плоскостью, параллельной PQR и проходящей через точку M, заданную внутри тетраэдра следующим образом: на грани DAB отмечена точка N, и на отрезке CN выбрана точка M. Здесь для построения сначала используется вспомогательная плоскость CDN (она изображена на рисунке сечением CDZ). Следом плоскости PQR в плоскости CDZ является прямая XY (X = PQ ( DZ, Y = QR ( CZ, XY = (PQR) ( (CDZ)), а значит, след искомой плоскости в плоскости CDZ параллелен XY: KL((XY: M ( KL, K ( DZ, L ( CZ. Остается провести через точку K прямую EF((PQ, а через точку L – прямую GH((QR. Тогда EFGH – искомое сечение: по признаку параллельности плоскостей (EFG)(((PQR) (KL((XY, EF((PQ, KL ( EF = K).
Таким образом, алгоритм построения сечения многогранника плоскостью (, проходящей через заданную точку M параллельно заданной плоскости (, выглядит следующим образом:

1. Рассмотреть вспомогательную плоскость (, содержащую точку M и пересекающую плоскость ( (в случаях, изображенных на рисунках 47а и 47б, в качестве плоскости ( выбраны соответственно DBC и DZC);

2. Построить прямую a = ( ( ( (в разобранных примерах такой прямой является XY);

3. В плоскости ( через точку M провести прямую b((a; найти точки пересечения прямой b с некоторыми гранями многогранника (в разобранных примерах это прямая KL);
4. Через найденные на гранях точки провести прямые, параллельные соответствующим следам плоскости (; завершить таким образом построение сечения.

Замечание: Если заданная точка M принадлежит плоскости (, задача не имеет решений; если же M ( (, задача имеет единственное решение по теореме о существовании и единственности плоскости, параллельной данной.
11.2.
Построение сечения многогранника плоскостью, проходящей через одну из заданных скрещивающихся прямых параллельно второй прямой
Пусть в пространстве заданы скрещивающиеся прямые a и b и необходимо построить сечение многогранника плоскостью (, содержащей прямую a и параллельной прямой b. Это можно сделать следующим образом:

1. Выбрать на прямой a произвольную точку A;

2. Рассмотреть вспомогательную плоскость ( = (b; A);

3. В плоскости ( провести через точку A прямую l((b;

4. Построить сечение многогранника плоскостью (, проходящей через пересекающиеся прямые l и a (b((( по признаку параллельности прямой и плоскости, т.к. b((l ( ().

В качестве примера рассмотрим треугольную призму ABCA1B1C1, в которой M и N – середины ребер BC и AB соответственно (рисунок 48а). Построим сечение призмы плоскостью (, проходящей через прямую A1M параллельно CN. Для этого необходимо прежде всего выбрать на прямой A1M точку, через которую удобно провести прямую параллельно CN. Поскольку через прямую CN и точку M уже проведена плоскость ABC, проще всего провести в этой плоскости через точку M прямую MK, параллельную CN (т.е. в роли вспомогательной плоскости ( здесь выступает плоскость основания ABC). Далее остается завершить построение сечения призмы плоскостью A1MK методом следов (KM ( AC = X, A1X ( CC1 = L). A1KML – искомое сечение, т.к. по признаку параллельности прямой и плоскости, CN(((A1KM) (CN((KM ( (A1KM)).
Замечание 1: Задача о построении сечения многогранника плоскостью, проходящей через одну из заданных скрещивающихся прямых параллельно второй прямой, всегда имеет единственное решение в соответствии с теоремой о существовании и единственности плоскости, параллельной данной прямой.
Замечание 2: Иногда бывает проще построить сечение многогранника плоскостью (, содержащей прямую b и параллельной прямой a, а затем провести через прямую a плоскость (, параллельную ( (плоскость (, проходящая через любую точку прямой a параллельно плоскости (, будет содержать прямую a: если бы прямая a пересекала плоскость (, то она пересекала бы и параллельную ей плоскость ( по теореме о пересечении параллельных плоскостей прямой). Чтобы построить в разобранном примере сечение призмы плоскостью, содержащей прямую CN и параллельной прямой A1M, достаточно провести следы искомой плоскости параллельно соответствующим следам уже построенного сечения A1KML (рисунок 48б). Построенное таким образом сечение CNH содержит прямую CN и параллельно A1M (если бы прямая A1M пересекала плоскость CNH, у плоскостей CNH и A1MK появилась бы общая точка, что противоречит построению, согласно которому (CNH)(((A1MK)).
11.3.
Построение сечения многогранника плоскостью, проходящей через заданную точку параллельно паре заданных скрещивающихся прямых
Чтобы составить алгоритм построения сечения многогранника плоскостью, проходящей через заданную точку параллельно паре заданных скрещивающихся прямых, рассмотрим следующий пример: Пусть задана треугольная призма ABCA1B1C1, в которой проведены прямые A1M и CN так же, как и в предыдущем примере. Построим сечение этой призмы плоскостью, параллельной прямым A1M и CN и проходящей через точку O, если: а) O – центр грани ABB1A1; б) O – середина ребра BB1.

Прежде всего заметим, что для того, чтобы секущая плоскость была параллельна прямым A1M и CN, она должна содержать пару параллельных им прямых.

В первом случае (рисунок 49а) сразу же удается провести через заданную точку O прямую OP, параллельную A1M, используя для этого содержащую их плоскость A1BM. Далее, заметив, что точка P и прямая CN лежат в плоскости основания ABC, можно провести в этой плоскости прямую PV((CN: V ( AB. Плоскость OPV содержит точку O и параллельна заданным прямым A1M и CN по признаку параллельности прямой и плоскости (A1M((OP ( (OPV), CN((PV ( (OPV)). Таким образом, остается построить сечение призмы плоскостью (OPV) методом следов:

1) VO ( A1B1 = T;

2) VO ( AA1 = Y;

3) VP ( AC = X;

4) 
XY ( CC1 = Q;

5) XY ( A1C1 = R.

PQRTV – искомое сечение.
Описанный только что способ построения сечения многогранника плоскостью, проходящей через заданную точку параллельно паре заданных скрещивающихся прямых, может быть обобщен в виде следующего алгоритма:

Алгоритм построения сечения многогранника плоскостью (, проходящей через заданную точку O параллельно паре заданных скрещивающихся прямых a и b (I способ):

1. Рассмотреть вспомогательную плоскость ( = (a; O) (в рассмотренном примере ее роль выполняла плоскость OPV);

2. В плоскости ( провести через точку O прямую p((a (в рассмотренном примере это прямая OP);

3. Выбрать на прямой p произвольную точку P и рассмотреть вспомогательную плоскость ( = (b; P) (в рассмотренном примере это плоскость ABC);

4. В плоскости ( провести через точку P прямую q((b (в рассмотренном примере это прямая PV).

5. Завершить построение сечения многогранника плоскостью (, проходящей через пересекающиеся прямые p и q (p ( q = P).

Замечание 1: Понятно, что в сформулированном алгоритме прямые a и b можно менять местами.

Замечание 2: В процессе построения может оказаться, что плоскость (, задаваемая пересекающимися прямыми p и q, совпадет с одной из вспомогательных плоскостей ( или (. Это произойдет либо в случае, когда p ( b, либо если q ( a. Тогда задача не имеет решений, поскольку плоскость ( не параллельна, а содержит одну из прямых a или b.
Замечание 3: Можно доказать, что поставленная задача может иметь не более одного решения.

Если теперь попытаться применить сформулированный алгоритм для решения пункта (б) приведенного примера, придется прежде всего построить вспомогательную плоскость, содержащую точку O и одну из прямых A1M или CN (при решении пункта (а) такая плоскость уже была построена). Причем даже если построить такую плоскость, а затем провести в ней параллельно A1M или CN прямую, эта прямая окажется за пределами многогранника, что снова усложнит процесс построения.

Предложим еще один способ построения плоскости, параллельной прямым A1M и CN и проходящей через точку O (рисунок 49б):
Построим сначала сечение призмы плоскостью A1MK, содержащей прямую A1M и параллельной CN (эта задача уже была решена на рисунке 48а), а затем рассмотрим параллельную ей плоскость OPQ, проходящую через точку O. Поскольку (OPQ)(((A1MK), прямая A1M не имеет с плоскостью (OPQ) общих точек, т.е. A1M(((OPQ). Кроме того, если бы прямая CN пересекала плоскость OPQ, то она пересекала бы и параллельную ей плоскость A1MK по свойству параллельных плоскостей. Но по построению CN(((A1MK), ( прямая CN либо лежит в плоскости OPQ, либо ей параллельна. Если CN ( (OPQ), то эта плоскость содержит и прямую OP, и точку C; в этом случае плоскости OPQ и BCC1 пересекаются не по прямой линии, что противоречит аксиоме А3. Таким образом, CN(((OPQ), т.е. OPQ – искомое сечение.

Рассмотренный пример позволяет сформулировать еще один алгоритм построения сечения многогранника плоскостью, проходящей через заданную точку параллельно паре заданных скрещивающихся прямых:

Алгоритм построения сечения многогранника плоскостью (, проходящей через заданную точку O параллельно паре заданных скрещивающихся прямых a и b (II способ):

1. Построить сечение многогранника вспомогательной плоскостью (, проходящей через одну из заданных прямых a или b параллельно второй прямой (пусть для определенности a ( (((b);

2. Построить сечение многогранника плоскостью (, проходящей через точку O параллельно плоскости (. a ( ((((, ( a(((. ((((((b, ( прямая b либо лежит в плоскости (, либо параллельна ей. В первом случае задача не имеет решений, а во втором – плоскость ( – искомая.

Замечание: В качестве вспомогательной плоскости ( может выступать также любая плоскость, параллельная прямым a и b.
12. Построение точки пересечения заданных прямой и плоскости

Рассмотрим задачу о построении на чертеже точки пересечения заданной прямой и плоскости. Пусть заданы прямая a и плоскость ( и необходимо построить точку A = a ( (. Для этого достаточно:

1. Рассмотреть вспомогательную плоскость (, содержащую прямую a и пересекающую плоскость ( (рисунок 50);

2. Построить линию пересечения плоскостей l = ( ( (;

3. В плоскости ( найти точку A = l ( a. Если же l((a, то задача не имеет решения, поскольку прямая a параллельна плоскости ( по признаку параллельности прямой и плоскости (a((l ( ().

4. Точка A – искомая: A ( a, A ( l ( ( по построению.
13. Простейшие операции над векторами в пространстве

Определения и свойства всех рассмотренных в курсе планиметрии операций над векторами (сложение, вычитание, умножение на число, скалярное умножение) не претерпевают никаких изменений:

Сложение двух векторов по-прежнему выполняется по правилу треугольника или параллелограмма, а сложение нескольких векторов – по правилу многоугольника (с той лишь разницей, что при откладывании следующего вектора-слагаемого от конца предыдущего все векторы «выстраиваются» не в плоскую ломаную линию).

При сложении трех векторов, отложенных от одной точки, удобно пользоваться так называемым правилом параллелепипеда – аналогом правила параллелограмма: к примеру, на рисунке 51 от точки A отложены векторы 
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. В соответствии с правилом параллелограмма, 
[image: image22.wmf]ACADABab

=+=+

uuuruuuruuur

r

r

; а т.к. ACC1A1 – тоже параллелограмм, то 
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. Таким образом, для сложения трех векторов можно отложить их от одной точки A и построить на них, как на ребрах, параллелепипед. Тогда вектор, построенный на диагонали параллелепипеда, исходящей из точки A, представляет собою сумму трех векторов.
Выполняются следующие очевидные законы сложения векторов:
1. 
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Также для произвольного числа векторов выполняется неравенство треугольника в векторной форме:
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Вычитание векторов 
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проще всего выполнять путем сложения векторов 
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Произведением вектора 
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 на число k называется вектор 
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, длина которого равна 
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, а направление совпадает с направлением вектора 
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, если k ( 0, и противоположно направлению вектора 
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Выполняются следующие законы умножения вектора на число:
1. 
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Операции сложения векторов и умножения вектора на число позволяют решить следующую ключевую задачу (рисунок 52): Если точка K делит отрезок AB в отношении AK : KB = k, а O – произвольная точка пространства, то 
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Из этой задачи вытекает очень полезное следствие: Если M – середина отрезка AB, то для произвольной точки O выполняется равенство: 
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Напомним, что коллинеарными называются векторы, лежащие на одной или параллельных прямых. Определение коллинеарных векторов можно сформулировать следующим образом: векторы называются коллинеарными, если при откладывании от одной точки они оказываются лежащими на одной прямой.

В пространстве аналогичным образом вводится понятие компланарных векторов: векторы называются компланарными, если они лежат в одной или параллельных плоскостях. Это определение эквивалентно следующему: векторы в пространстве называются компланарными, если при откладывании от одной точки они оказываются лежащими в одной плоскости. Рассмотрим подробнее вопрос о компланарности двух и трех векторов:

1. Очевидно, что два вектора всегда являются компланарными: при откладывании двух векторов от одной точки они всегда оказываются лежащими в одной плоскости.

2. Три вектора, среди которых есть два коллинеарных, компланарны, поскольку при откладывании их от одной точки коллинеарные векторы оказываются лежащими на одной прямой, а все три вектора – в одной плоскости.

3. Если один из трех векторов 
[image: image42.wmf]a
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, 
[image: image43.wmf]b

r

 и 
[image: image44.wmf]c

r

 раскладывается по двум другим (к примеру, 
[image: image45.wmf]cab
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), то все три вектора являются компланарными: при откладывании от одной точки векторов 
[image: image46.wmf]a
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 и 
[image: image47.wmf]b
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 они оказываются лежащими в одной плоскости, ( согласно определению произведения вектора на число, векторы 
[image: image48.wmf]a
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 и 
[image: image49.wmf]b

b

r

 лежат в этой же плоскости; а по определению суммы двух векторов, вектор 
[image: image50.wmf]cab

=a+b

r

rr

 также лежит в этой плоскости. Обратно, если вектор 
[image: image51.wmf]c
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 компланарен паре неколлинеарных векторов 
[image: image52.wmf]a
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 и 
[image: image53.wmf]b
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, то при откладывании этих трех векторов от одной точки они оказываются лежащими в одной плоскости, а значит, по теореме о разложении вектора по базису на плоскости, 
[image: image54.wmf]cab
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. Таким образом, можно сформулировать следующий критерий компланарности трех векторов: Вектор 
[image: image55.wmf]c
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 компланарен паре неколлинеарных векторов 
[image: image56.wmf]a
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 и 
[image: image57.wmf]b

r

 тогда и только тогда, когда он раскладывается по векторам 
[image: image58.wmf]a
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 и 
[image: image59.wmf]b
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Критерий компланарности трех векторов часто формулируют следующим образом: Три вектора 
[image: image60.wmf]a
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[image: image61.wmf]b
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 и 
[image: image62.wmf]c
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 компланарны тогда и только тогда, когда выполняется равенство 
[image: image63.wmf]0
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, в котором хотя бы одно из чисел (, ( или ( не равно нулю.

Покажем, что вторая формулировка критерия компланарности трех векторов эквивалентна первой:
(
Пусть векторы 
[image: image64.wmf]a

r

, 
[image: image65.wmf]b
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 и 
[image: image66.wmf]c
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 компланарны. Если среди них нет коллинеарных, то, согласно первой формулировке критерия компланарности трех векторов, один из них можно разложить по двум другим. Пусть, к примеру, 
[image: image67.wmf]cab

=a+b

r

rr

. Прибавив вектор 
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 к обеим частям этого векторного равенства, получим: 
[image: image69.wmf](
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 верно, причем как минимум один из коэффициентов в нем ненулевой: ( = –1.

В случае, когда среди векторов 
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 и 
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 есть пара коллинеарных (к примеру, 
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[image: image75.wmf]b
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), один из них может оказаться нулевым (например, 
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). В этом случае при любом ненулевом ( и нулевых ( и ( равенство 
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 верно. Если же векторы 
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 коллинеарны, и при этом ни один из них не является нулевым, то по лемме о коллинеарных векторах, 
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, получим: 
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, т.е. равенство 
[image: image83.wmf]0

abc

a+b+g=

r

r

rr

 снова оказывается верным при 
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Пусть теперь выполняется равенство 
[image: image85.wmf]0
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, в котором хотя бы один из коэффициентов (, ( или ( ненулевой (для определенности будем считать, что ( ( 0). Прибавим к обеим частям этого равенства вектор 
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. Таким образом, вектор 
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 раскладывается по векторам 
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 и 
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, а значит, в соответствии с первой формулировкой критерия компланарности трех векторов, векторы 
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 и 
[image: image94.wmf]c
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 компланарны.
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Аналогично тому, как на плоскости всякий вектор можно разложить по базису из двух неколлинеарных векторов, в пространстве базисом является тройка некомпланарных векторов. Это утверждает теорема о разложении вектора по базису в пространстве: Если векторы 
[image: image95.wmf]a
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[image: image96.wmf]b
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 и 
[image: image97.wmf]c
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 некомпланарны, то всякий вектор 
[image: image98.wmf]p
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 можно разложить по векторам 
[image: image99.wmf]a
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, 
[image: image100.wmf]b
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 и 
[image: image101.wmf]c
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 единственным образом.

	Дано:
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 некомпланарны;
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Прежде всего отметим, что среди векторов 
[image: image107.wmf]a
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, 
[image: image108.wmf]b
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 и 
[image: image109.wmf]c
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 нет коллинеарных (если среди трех векторов есть пара коллинеарных, то эти векторы компланарны, что противоречит условию). Кроме того, ни один из этих трех векторов не может быть нулевым.

	2. Рассмотрим случай, когда вектор 
[image: image110.wmf]p
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 коллинеарен хотя бы одному из векторов 
[image: image111.wmf]a
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, 
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 или 
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 (пусть, к примеру, 
[image: image114.wmf]p
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[image: image115.wmf]a
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). Тогда по лемме о коллинеарных векторах, 
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, т.е. вектор 
[image: image117.wmf]p
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 раскладывается по векторам 
[image: image118.wmf]a
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, 
[image: image119.wmf]b
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 и 
[image: image120.wmf]c
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3. Теперь рассмотрим случай, когда среди векторов 
[image: image121.wmf]a
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, 
[image: image122.wmf]b
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, 
[image: image123.wmf]c
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 и 
[image: image124.wmf]p
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 нет коллинеарных. Выберем в пространстве произвольную точку O и отложим от нее векторы 
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 (рисунок 53). По определению некомпланарных векторов, вектор 
[image: image129.wmf]OC
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 окажется лежащим вне плоскости ( = (AOB).

4. Через точку P проведем прямую PD((OC: D ( (. Тогда 
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, ( по лемме о коллинеарных векторах, 
[image: image132.wmf]DPOCc

=g×=g

uuuruuur

r

.

5. По построению вектор 
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uuur

 лежит в плоскости (, ( 
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6. По правилу треугольника, 
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Допустим, что существуют числа ((, ((, ((: 
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. Преобразуем векторное равенство: 
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. Тогда по критерию компланарности трех векторов либо векторы 
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 и 
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 компланарны, что противоречит условию, либо 
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Замечание: Тройка некомпланарных векторов 
[image: image143.wmf]a
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 и 
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 в пространстве называется базисом, а коэффициенты разложения вектора 
[image: image146.wmf]p
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 по базису – его координатами в этом базисе (если 
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, то {(; (; (} – координаты вектора 
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 в базисе {
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Напомним, что скалярным произведением векторов 
[image: image152.wmf]r
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 и 
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 называется число, равное произведению длин векторов 
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 и 
[image: image155.wmf]b
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 на косинус угла между ними: 
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. При этом определение угла между векторами не претерпевает никаких изменений: чтобы найти угол между векторами 
[image: image157.wmf]a
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 и 
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, необходимо от произвольной точки O пространства отложить векторы 
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Из определения скалярного произведения векторов вытекает исключительно полезный критерий ортогональности двух векторов: 
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В курсе планиметрии были доказаны следующие свойства скалярного произведения векторов:
1. 
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, причем 
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2. 
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 (переместительный закон);

3. 
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 (распределительный закон);

4. 
[image: image170.wmf](
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 (сочетательный закон).
Свойство 1 сразу вытекает из определения скалярного произведения векторов. Свойства 2 и 4 сформулированы для двух векторов, а поскольку два всяких вектора являются компланарными (т.е. могут быть расположены в одной плоскости), эти свойства сохраняют свою силу и в пространстве, не требуя нового доказательства.

Что же касается свойства 3 (распределительного закона), то оно было доказано в курсе планиметрии для трех векторов, лежащих в одной плоскости. Докажем, что распределительный закон справедлив для любой тройки векторов 
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 и 
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 (в том числе и некомпланарных). В процессе доказательства будем пользоваться тем, что для двух векторов все законы скалярного произведения (в том числе и распределительный) справедливы. В частности, 
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 (2). Сложив почленно эти два равенства, получим: 
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 (3).

	Дано:
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Доказать: 
[image: image181.wmf](
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	Доказательство:
Для доказательства найдем значение выражения 
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 двумя способами – с помощью только что приведенных равенств (1) и (3):

	1. Из равенства (1) получим: 
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 (равенство (1) было использовано здесь дважды – сначала к паре векторов 
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, а затем – к паре векторов 
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2. Из равенства (3) получим: 
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3. Приравняв полученные в пунктах 1 и 2 выражения, получим: 
[image: image191.wmf](
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Итак, все свойства скалярного произведения векторов сохраняют свою силу ив пространстве.

Замечание 1: Для нахождения длины отрезка векторным способом используется тот очевидный факт, что скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины: 
[image: image193.wmf]2
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Замечание 2: Скалярное произведение векторов активно используется для нахождения угла между прямыми.
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